
BIOFIZYKA RADIACYJNA
wykład #2

Krzysztof Wojciech Fornalski

Wydział Fizyki, Politechnika Warszawska



INFORMACJE 
ORGANIZACYJNE

Krzysztof W. Fornalski 2



Strona informacyjna

www.ex-polon.com/studenci.html

Informacje ode mnie, wykłady do ściągnięcia, 
aktualna punktacja uczestników zajęć
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PRZEKRÓJ CZYNNY
- PRZYPOMNIENIE Z 
POPRZEDNIEGO WYKŁADU
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Przekrój czynny na reakcję - σ

Określa prawdopodobieństwo zajścia jakiejś 
reakcji w świecie mikroskopowym

Pojęcie spotykane najczęściej w fizyce jądra i 
cząstek elementarnych, także w fizyce 
radiacyjnej

Przekrój czynny zdefiniowany jest jako pole 
powierzchni umownej tarczy prostopadłej do 
toru ruchu pocisku

Jednostką jest barn [b] równy 10-28 m2
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Przekrój czynny – c.d.

Pojęcia przekroju czynnego używamy też w odniesieniu do 
konkretnej reakcji, np. przekrój czynny na rozproszenie cząstki, 
przekrój czynny na kreację konkretnej cząstki, na pochłonięcie, 
na rozproszenie etc.

Różniczkowy przekrój czynny – na rozproszenie cząstki pod 
pewnym kątem

Zależność między przekrojem czynnym a prawdopodobieństwem 
zajścia zdarzenia:

𝑃 =
𝜎 𝑛

𝑆
= 𝜎 𝜌 𝑑

gdzie n – liczba centrów oddziaływania, S – powierzchnia tarczy 
(całej), ρ – gęstość centrów oddziaływania, d – grubość tarczy 
(mała)
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Przekrój czynny – c.d.

W dalszej części wykładu będziemy 
posługiwać się pojęciem przekroju 
czynnego w odniesieniu do 
promieniowania jonizującego 
oddziałującego z materią (żywą lub 
nieożywioną), w kontekście 
powstawania aktu jonizacji
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Oddziaływanie promieniowania 
X/gamma z materią

- elementy fizyki radiacyjnej



ROZPRASZANIE RAYLEIGHA

Krzysztof W. Fornalski 9



Rozpraszanie Rayleigh’a

Rozpraszanie koherentne i quasi-elastyczne

Powstaje w wyniku oddziaływania fotonów na 
elektronach w atomie, jednakże w 
oddziaływaniu bierze udział cały atom jako 
taki

Po zajściu takiego oddziaływania atom nie 
jest zjonizowany ani wzbudzony

Foton rozpraszany jest pod niewielkim kątem
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Rozpraszanie Rayleigh’a

Ciekawostka: rozpraszanie Rayleigha 
odpowiada za niebieski kolor nieba za dnia
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Rozpraszanie Rayleigh’a
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W praktyce oddziałuje nie tyle jeden foton, 
co ich strumień:



Przekrój czynny

Przekrój czynny na rozproszenie Rayleigha

𝜎𝑅𝑎𝑦 ∝
𝑍

𝐸𝛾

2

gdzie Z to liczba atomowa absorbentu, zaś
Eγ to energia padającego fotonu

• Częstokroć będziemy energię oznaczać
jako: k = Eγ / Ee , gdzie Ee to energia
spoczynkowa elektronu (511 keV)
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Rozpraszanie Rayleigh’a

Dla energii typowych dla promieniowania X 
oraz gamma zjawisko rozpraszania Rayleigha 
jest praktycznie do pominięcia

Wkład do całkowitego przekroju czynnego 
jest nieznaczący i może być pominięty przy 
obliczeniach doświadczalnych
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Przekrój czynny dla Rayleigh’a w 
porównaniu np. z Comptonem
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ROZPRASZANIE THOMSONA
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Rozpraszanie Thomsona

Szczególny (graniczny), elastyczny przypadek 
rozproszenia Comptona (to zostanie 
omówione później), czyli rozproszenia fotonu 
na swobodnym elektronie (lub ogólniej: 
dowolnej cząstce naładowanej)

Założenie Thomsona: elektron pochłania 
padający niskoenergetyczny foton, po czym 
dochodzi do re-emisji fotonu o tej samej
energii
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Rozpraszanie Thomsona
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Przekrój czynny

Jest wartością stałą*, niezależną od 
energii padającego fotonu (!)

𝜎𝑇 =
8

3
𝜋 𝑟𝑒

2 =
8

3
𝜋

𝑒4

𝐸𝑒
2 ≈ 0,66526 b

gdzie kwadrat klasycznego promienia 
elektronu: re

2 = e4/Ee
2 ≈ 0.07941 b

* dla niskich energii fotonu, takich gdzie spełniony jest warunek: 
𝐸𝛾 ≪ 𝐸𝑒 (efekty kwantowe do pominięcia). W przeciwnym 

wypadku przechodzimy do rozpraszania Comptona 19



EFEKT FOTOELEKTRYCZNY

(PIERWSZY ISTOTNY EFEKT 
DLA FOTONÓW X/GAMMA)
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Efekt fotoelektryczny

Zwany też fotoefektem, fotoemisją

Szczegółowy mechanizm zajścia efektu 
fotoelektrycznego nie będzie tutaj 
omawiany

Za wyjaśnienie tego efektu Einstein 
otrzymał Nagrodę Nobla

Efekt fotoelektryczny jest przykładem 
jonizacji materii przez promieniowanie
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Efekt fotoelektryczny
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Efekt fotoelektryczny

Eγ = W + Ek

Energia absorbowanego fotonu rozkłada się na pracę 
wyjścia elektronu z atomu oraz jego energię kinetyczną
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Przekrój czynny
Krawędzie absorpcji związane z 
kolejnymi powłokami (pracą wyjścia)
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Dla nas nie stanowi 
to większego 
problemu, gdyż 
rozważamy energie 
dla promieniowania 
X i gamma 
(>10 keV)



Przekrój czynny

Przekrój czynny dla efektu fotoelektrycznego ma 
największe znaczenie dla niskich energii 
(poniżej ~10-100 keV), a więc dla promieniowania 
gamma jest często pomijany

Przekrój czynny bardzo silnie maleje wraz z energią 
padającego fotonu

W pierwszym przybliżeniu możemy się posługiwać 
uproszczoną formułą w postaci:

𝜎𝑝ℎ ∝
𝑍5

𝑘3.5
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Przekrój czynny

Jednakże nie ma uniwersalnej formuły 
na przekrój czynny dla efektu 
fotoelektrycznego

Stosuje się różnego rodzaju 
półempiryczne formuły dla konkretnych 
przedziałów energii

Najczęściej formuły te nie uwzględniają 
krawędzi absorpcji
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Przekrój czynny

Najbardziej ogólna zależność (równanie 
Davissona)

𝜎𝑝ℎ =
16

3
2 𝜋 𝑟𝑒

2𝛼4
𝑍5

𝑘3.5
≈ 3 ∙ 1012

𝑍4

𝐸𝛾
3.5

ale dla większych energii (k>1) równanie 
to jest bardzo mało precyzyjne
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Przekrój czynny

Jednakże dla energii k<1 (<0,5 MeV) dużo 
precyzyjniejsze wyniki otrzymamy przy 
zastosowaniu relatywistycznej formuły Sautera:

𝜎𝑝ℎ =
3

2
𝜎𝑇𝛼

4 𝑍
𝐸𝑒
𝐸𝑥

5

𝛾2 − 1 3/2
4

3
+
𝛾 𝛾 − 2

𝛾 + 1
1 −

1

2𝛾 𝛾2 − 1 1/2
ln
𝛾 + 𝛾2 − 1 1/2

𝛾 − 𝛾2 − 1 1/2

gdzie 𝛾 = 1 − 𝛽2 −1/2 =
𝐸𝑥−𝐸𝐵+𝐸𝑒

𝐸𝑒
, zaś:

Ex – energia padającego fotonu [eV]; EB – energia wiązania 
elektronu; α = e2/(ħc) ≈ 1/137 (stała struktury subtelnej); 

𝜎𝑇 - przekrój czynny Thomsona (było omawiane)
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Przekrój czynny

Dla wyższych energii (k>0.9) stosujemy 
równanie Pratt’a-Scofield’a:

𝜎𝑝ℎ = 𝑍5 ෍

𝑛=1

4
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛𝑍

1 + 𝑐𝑛𝑍
𝑘−𝑝𝑛
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n an bn cn pn

1 1.6268∙10-9 -2.683∙10-12 4.173∙10-2 1

2 1.5274∙10-9 -5.110∙10-13 1.027∙10-2 2

3 1.1330∙10-9 -2.177∙10-12 2.013∙10-2 3.5

4 -9.12∙10-11 0 0 4



EFEKT COMPTONA

Krzysztof W. Fornalski 30



Efekt Comptona

Inaczej rozproszenie komptonowskie

Polega na rozproszeniu padającego fotonu na 
quasi-swobodnym elektronie, po czym elektron 
uzyskuje dodatkową energię kinetyczną kosztem 
energii fotonu

Elektron quasi-swobodny – rozumiany albo jako 
całkowicie swobodny, albo energia wiązania jest 
pomijalna z punktu widzenia uzyskanej energii 
kinetycznej

Kolejny efekt związany z jonizacją materii
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Efekt Comptona
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Efekt Comptona

Przesunięcie Comptona:

Energia rozproszonego fotonu:
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Efekt Comptona

Szczegółowe wyprowadzenia: książka 
Attixa, od str. 125 
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Obliczenia
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Obliczenia
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Przekrój czynny

Przekrój czynny na zajście efektu Comptona 
opisuje się równaniem Kleina-Nishiny
(wyprowadzenie w książce Attixa oraz w 
internecie) dla energii k>0.2

𝜎𝐶 = 2𝜋𝑟𝑒
2
1 + 𝑘

𝑘2
2(1 + 𝑘)

1 + 2𝑘
−
ln(1 + 2𝑘)

𝑘
+
ln(1 + 2𝑘)

2𝑘
−

1 + 3𝑘

1 + 2𝑘 2

Równanie Kleina-Nishiny jest wyprowadzone dla 
pojedynczego elektronu, więc dla atomu o Z 
elektronach należy je pomnożyć przez Z
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Przekrój czynny

Zaś dla mniejszych energii (k<0.2):

𝜎𝐶

= 𝜎𝑇
1

(1 + 2𝑘)2
1 + 2𝑘 +

6

5
𝑘2 −

1

2
𝑘3 +

2

7
𝑘4 −

6

35
𝑘5 +

8

105
𝑘6 +

4

105
𝑘7 +⋯

Wyprowadzenie Klein’a-Nishina’y było 
jednym z pierwszych sukcesów 
elektrodynamiki kwantowej 
(zaproponowanej przez Diraca)
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Przekrój czynny
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Przekrój czynny - przybliżenia

Dla bardzo dużych energii fotonu 
możemy przyjąć przybliżenie:

𝜎𝐶 ∝
ln 𝑘

𝑘

zaś dla bardzo małych energii:
𝜎𝐶 → 𝜎𝑇
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Rozproszenie a przekaz energii

Do tej pory milcząco pomijaliśmy kwestię, iż 
część pierwotnej energii padającego fotonu 
jest unoszona przez foton rozproszony, a 
część przez wybity elektron

Z punktu widzenia przekrojów czynnych 
należy rozróżnić oba zjawiska:

 przekrój czynny na zajście efektu Comptona

 przekrój czynny na przekazanie energii 
elektronowi (absorpcję)
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Rozróżnienie obu przekrojów

Krzysztof W. Fornalski 45



Przekrój czynny na przekazanie 
energii (energy transfer coefficient)

Zwany też przekrojem czynnym na 
pochłanianie komptonowskie

𝜎𝐶,𝑎𝑏𝑠

= 2𝜋𝑟𝑒
2 ቈ

2 1 + 𝑘 2

𝑘2 1 + 2𝑘
−

1 + 3𝑘

1 + 2𝑘 2
−

1 + 𝑘 2𝑘2 − 2𝑘 − 1

𝑘2 1 + 2𝑘 2
−

4𝑘2

3 1 + 2𝑘 3
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Dla dużych energii fotonu dominuje 
pochłanianie energii przez elektron
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KREACJA PAR ELEKTRON-
POZYTON W POLU JĄDRA 
ATOMOWEGO
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Kreacja par e+e-

Jest to proces, w którym foton generuje 
parę elektron-antyelektron (zwany pozyton 
lub pozytron) w polu innej cząstki (tutaj: 
jądra atomowego). Sam foton przestaje 
istnieć – cała jego energia przekazywana 
jest na wytworzenie obu cząstek

Proces odwrotny do anihilacji

Kolejny przykład procesu jonizacji materii
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Kreacja par e+e-

Istnienie trzeciego ciała jest niezbędne 
dla zachowa pędu układu
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Kreacja par e+e-

Z racji tego, iż energia spoczynkowa elektronu 
wynosi 511 keV (i tyle samo pozytonu), to foton musi 
mieć energię równą przynajmniej energii 
spoczynkowej obu cząstek (1,022 MeV)

Zakłada się przy tym, że masa jądra jest dużo 
większa od masy elektronu, więc energia kinetyczna 
jądra jest tu zaniedbywalna (patrz: książka Attixa ze 
szczegółowymi obliczeniami)

Dlatego energia 1,022 MeV (k=2) jest energią 
progową na zajście kreacji par, co zawęża nam ten 
proces jedynie do promieniowania gamma
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Przekrój czynny

Przekrój czynny na zajście kreacji par w polu 
jądra opisywany jest równaniem Maximon’a
(oczywiście dla k>2):

𝜎𝑝𝑎𝑖𝑟

= 𝑍2 𝛼 𝑟𝑒
2 ൝

28

9
ln 2𝑘 −

218

27

+
2

𝑘

2

6 ln 2𝑘 −
7

2
+
2

3
ln32𝑘 − ln22𝑘 −

1

3
𝜋2 ln 2𝑘 + 2 𝜁 3 +

𝜋2

6
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Przekrój czynny

Formuła na przekrój czynny jest 
skomplikowana, wobec czego 
najważniejszym jest zapamiętać, iż 

𝜎𝑝𝑎𝑖𝑟 ∝ 𝑍2 𝑓(𝑘)

gdzie f rośnie logarytmicznie z k, a dla 
dużych energii jest stałe i niezależne od k
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Przekrój czynny
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KREACJA PAR ELEKTRON-
POZYTON W POLU 
ELEKTRONU

(TZW. KREACJA TRIPLET)
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Kreacja triplet

Analogiczny mechanizm jak poprzednio, lecz 
trzecim ciałem jest nie jądro, a elektron

Przekaz pędu temuż elektronowi na tyle 
znaczący, iż w efekcie nie można stwierdzić, 
który elektron powstał, a który został wybity 
– stąd w efekcie 3 cząstki (TRI-plet)

Próg na kreację triplet wynosi k=4 z uwagi 
właśnie na wspomniany przekaz pędu (dowód 
w książce Attixa), czyli 2 razy więcej niż dla 
kreacji par w polu jądra
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Kreacja triplet
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Przekrój czynny

Przekrój czynny na reakcję triplet stanowił 
długo przedmiot wnikliwych badań, głównie 
teoretycznych

Wyznacza się go dla pojedynczego elektronu, 
podobnie jak dla Comptona

Obliczenia bazują ostatecznie na takich 
samych równaniach, jak dla efektu 
bremstrahlung (promieniowanie hamowania 
elektronów) – patrz prace Mork’a i Haug’a
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Przekrój czynny

Równanie Borsellino-Ghizzetti’ego jest obecnie 
najpowszechniej stosowane do obliczenia 
przekroju czynnego na kreację triplet:
𝜎𝑡𝑟𝑖𝑝

= 𝛼 𝑟𝑒
2 ቈ

28

9
ln 2𝑘 −

218

27
+
1

𝑘
−
4

3
ln32𝑘 + 3 ln22𝑘 −

60 + 16𝑎

3
ln 2𝑘 +

123 + 12𝑎 + 16𝑏

3

+
1

𝑘2
8

3
ln32𝑘 − 4 ln22𝑘 +

51 + 32𝑎

3
ln 2𝑘 −

123 + 32𝑎 + 64𝑏

6

+
1

𝑘3
ln22𝑘 −

53

9
ln 2𝑘 −

2915 − 288𝑎

216
+

1

𝑘4
−
49

18
ln 2𝑘 −

115

432
+

1

𝑘5
−
77

36
ln 2𝑘 −

10831

8640
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Przybliżenia Haug’a dla 
niższych energii (4<k<18)

dla 4<k<4.6: 𝜎𝑡𝑟𝑖𝑝,𝐻 = 𝛼 𝑟𝑒
2ሾ5.6 + 20.4 (𝑘 −
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PRZEKROJE CZYNNE OD 
POZOSTAŁYCH EFEKTÓW
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Pozostałe (egzotyczne i 
bardzo rzadkie) efekty

Kreacja par cząstka-antycząstka (np. mezon-
antymezon, nukleon-antynukleon)

Rozpraszanie Delbruck’a (efekty kwantowe w 
polu jądra)

Absorpcja fotojądrowa (wzbudzenie jądra, 
zachodzi dla energii rezonansowych) –
przekrój czynny ma formę szerokiego piku dla 
(zazwyczaj) kilkudziesięciu MeV

Fotorozszczepienie jądrowe
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CAŁKOWITY PRZEKRÓJ 
CZYNNY NA 
ODDZIAŁYWANIE FOTONÓW 
Z MATERIĄ
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Podsumujmy główne efekty
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Dominacja danego efektu w 
zależności od energii



Przekroje czynne są kluczowe

Z punktu widzenia oddziaływania 
promieniowania z materią, w tym 
skutków biologicznych, dozymetrii i 
ochrony radiologicznej, najważniejsze 
są wartości przekrojów czynnych

Dzięki nim określimy np. współczynniki 
pochłaniania osłon czy też dawki
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Poprawki do przekrojów czynnych

Podane równania na przekroje czynne są 
jedynie przybliżeniem i przy dokładniejszych 
obliczeniach wymagają uwzględnienia 
odpowiednich poprawek

W szczególności poprawek na:

 oddziaływanie/ekranowanie kulombowskie 
elektronów 

 ekranowanie od sąsiednich jąder atomowych

 poprawki radiacyjne (spontaniczne emisje 
fotonów, w tym wirtualnych) 

Poprawki te wyliczone są w pracy Hubbell et 
al. 1980
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Dla węgla (Z=6)
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Całkowity przekrój czynny dla wody 
(co symuluje ciało człowieka)
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Jedna formuła na całkowity 
przekrój czynny

Źródło: Fornalski, K.W. „Total cross section single empirical formula for gamma radiation 
interaction with matter for different energies and absorber types”, (submitted) 73

dla 2<k<20,000 oraz 1<Z<100

𝜎𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙(𝑘, 𝑍) =෍

𝑖=0

6

ln 𝑘 𝑖 ෍

𝑗=0

4

𝑎𝑖,𝑗 𝑍
𝑗

ai,j i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6

j=0 0.0830899 -0.08717743 0.02610534 -2.74655∙10-3 4.39504∙10-5 9.05605∙10-6 -3.97621∙10-7

j=1 0.265283 -0.10167009 0.00701793 2.371288∙10-3 -5.020251∙10-4 3.6531∙10-5 -9.46044∙10-7

j=2 2.18838∙10-3 -2.914205∙10-3 1.26639∙10-3 -7.6598∙10-5 -1.58882∙10-5 2.18716∙10-6 -7.49728∙10-8

j=3 -4.48746∙10-5 4.75329∙10-5 -1.43471∙10-5 1.19661∙10-6 5.7891∙10-8 -1.2617∙10-8 4.633∙10-10

j=4 6.29882∙10-7 -6.72311∙10-7 2.61963∙10-7 -5.1862∙10-8 5.692∙10-9 -3.29∙10-10 7.7∙10-12



Ciekawostka – naładowany 
elektrycznie absorbent

Wzrost 
przekroju 
czynnego 
dla efektu 
fotoelek-
trycznego, 
Comptona i 
kreacji 
triplet (tu 
przykład 
dla węgla)
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